CAPITOLUL 7

CODURI CICLICE

7.1. DESCRIEREA CODURILOR CICLICE

Ne-am convins, credem, de avantajele ce se obtin dand unui cod bloc
o structurd particulara. Astfel, limitdndu-ne interesul la codurile bloc liniare,
am putut beneficia de suportul matematic al algebrei liniare, cuvintele de
cod fiind vazute drept vectori, iar codul fiind generat de o matrice kxn.
Pentru un cod liniar sistematic, matricea generatoare este mai simpla, fiind
partitionatd in doud submatrice: matricea identitate kxk i o matrice
(n—k)xn. In acest capitol, introducem codurile ciclice, care sunt o
subclasa importanta a codurilor bloc liniare.

Fie un n—tuplu v = (vo,v1 Vo ) In fig. 7.1, se arati un registru de
deplasare recirculant cu n etaje in care sunt inscrise componentele lui v.
Recirculant Tnseamna ca iesirea etajului n este legatd la intrarea primului
etaj, astfel ncat continutul registrului de deplasare poate fi deplasat, la
dreapta sau la stanga, cu ajutorul semnalului de tact:

Vo Vi V) P Voot

Y

Y

Y

Fig. 7.1. Registru de deplasare recirculant in care sunt inscrise
componentele unui n—tuplu v = (vo Vs,V ) .
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Daca se deplaseaza ciclic la dreapta cu un loc componentele
n-tuplului v, se obtine un alt n—tuplu, v = (¥, 1sVysVps "oV, , ), CATE SE

> " n-2
numeste o deplasare ciclica a lui v. Daca se deplaseaza ciclic cu i locuri la
dreapta componentele lui v, se obtine n-tuplul

vi) = (v
Este clar ca deplasarea ciclica a lui v cu i locuri la dreapta are acelasi
efect cu deplasarea ciclica a lui v cu n—i locuri la stanga.

\% VosVis eV )

n—i+l? > Vn-1° >V n—i-1

v

n—i?’

DEFINITIA 7.1: Un cod bloc liniar (n,k) notat cu C se numeste cod ciclic
daca fiecare deplasare ciclicd a oricarui cuvant de cod din C este tot un
cuvant de cod din C.

Dupa cum ne vom convinge in curdnd, este convenabil sa
consideram componentele unui cuvant de cod din C v= (VOan"'aan1)
drept coeficientii unui polinom:

V(x)=v, + v X+, X7 ey, X (7.1)
Fiecare cuvant de cod corespunde, deci, unui polinom de grad (n—1) sau mai
mic: dacd v, , #0, gradul lui v(x) este (n—1), iar daca v,_, =0, gradul lui
v(x) este mai mic decat (n—1). Acest v(x) se numeste polinomul de cod al lui
v. Polinomul de cod corespunzator cuvantului de cod v este:

W (X)=v, 4y, X ety X+ 72)
X v X ey X '
Inmultind v(X) cu X, obtinem:
X X)=v, X +v X oty X" ey, X (7.3)

Pentru un cod binar, ale carui cuvinte sunt vectori binari, avand, deci,

componente ce iau valori in corpul Galois CG(2), v, + v, =0 pentru orice 1.
Avand in vedere aceasta, putem aduna la (7.3) un termen egal cu zero
(V,H +v X+---+vn71X"’1)+(vH. +v X+---+vHXH)

n—i+l1 n—i+l1

Obtinem astfel:

Xiv(X) =v, ., +V .,
Xy, (1 +X" )+ v
= q,(0)1+ X"+ (x)

X+otv X7 +v X +v, X +v, X+t

+v X(1+X”)+--~+vn_1X"“(1+X”): (7.4)

n—i+l

In (7.4), am notat

ql.(X):vn_i +v X+-~-+vn_1X"_1 (7.5)

n—i+l
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Din (7.4), se vede cd polinomul de cod v(X) este restul ce rezultd prin
impartirea polinomului X'v(X) la (X"+1).
Sa studiem acum consecintele structurii ciclice a codului bloc.

TEOREMA 7.1: Polinomul de cod diferit de zero de grad minim dintr-un
ciclic C este unic.

DEMONSTRATIE

Fie g(x) =g, +gX++g_ X"+ X" un polinom de cod diferit de zero
de grad minim din C. In ipoteza ci g(X) nu este unic, mai existd un polinom
de cod de grad r, si spunem g'(X)=g, +gX++g X ' +X".
Intrucat C este un cod bloc liniar, suma
g(X)+g'(X)=(g, @ g, )X +(g, @g,)+(g,, ®g., JX" este tot un
polinom de cod care are 1insd gradul mai mic decat r. Daca
g(X)+ g (X)=0, el este un polinom de cod diferit de zero cu grad mai mic
decat gradul minim r. Dar acest lucru este imposibil. Prin urmare,
g(X )+ g'(X ) =0, de unde rezulta ca g'(X ) = g(X ) Am demonstrat astfel
ca g(X) este unic.

TEOREMA 7.2: Fie g(X)=g,+g X +--+g,_ X'+ X" polinomul de
cod diferit de zero de grad minim dintr-un cod ciclic C. Termenul constant
g, trebuie sa fie egal cu 1.

DEMONSTRATIE
In ipoteza cd g, =0, avem:

g(X)=gX+g,X ++g X "+X =
:X(g1+g2X+-~-+gHX”2+X”‘)

Daca deplasam ciclic g(X) cu un loc la stanga sau cu (n—1) locuri la dreapta,
obtinem un polinom de cod diferit de zero, g, +g, X +-+g,_ X >+ X",

(7.6)

al carui grad este mai mic decat r. Aceasta, Insd, contrazice afirmatia din
teorema cd g(X) este polinomul de cod diferit de zero de grad minim, incat
trebuie sd conchidem cd g, #0.

Din cele doua teoreme, rezulta ca polinomul de cod diferit de zero de
grad minim dintr-un cod ciclic (n,k) C este de forma urmatoare:

g(X)=1+gX+g, X ++g X"+ X (7.7)
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Sa consideram polinoamele Xg(X), X?g(X),---, X" "g(X) care au grade
r+1,r+2,---,n—1, respectiv. Toate aceste polinoame avand grad mai mic
decat n, in (7.4), caturile g, (X ) trebuie sa fie identic zero astfel incat putem
scrie:

Xg(x)=g"(X)

Xg(x)=¢"(%) (7.8)

X g(X) =g (X)

Acestea sunt deplasari ciclice ale polinomului de cod g(X) astfel incat ele
sunt polinoame de cod din C. Dar fiindca C este liniar, o combinatie liniara

a polinoamelor g(X), Xg(X),---,X"""g(X) este tot un polinom de cod din
C pentru setul de coeficienti {u, |, unde 0 <i<n—r—1,1ar u, =0 sau 1:

V(X):uog(X)+u1Xg(X)+...+unir71Xn7r—1g(X):

(7.9)
= (uo ‘u X +-+u, X )g(X)

TEOREMA 7.3: Fie g(X)=1+gX+--+g, X"+ X" polinomul de
cod diferit de zero de grad minim dintr-un cod ciclic (n,k) C. Un polinom
binar de grad (n—1) sau mai mic este polinom de cod daca si numai daca el
este un multiplu de g(X).

DEMONSTRATIE
Fie v(X) un polinom binar de grad (n—1) sau mai mic. Sa presupunem ca
v(X) este un multiplu de g(X). In acest caz:

V(X)z(ao +a1X+---+anfrle””’l)g(X):

(7.10)
Xn—r—lg (X)

=a0g(X)+a1Xg(X)+~-~+a

n—r-1
Intrucat v(X) este o combinatie liniari de polinoamele de cod
g(X), Xg(X),---,X"""g(X), este si el un polinom de cod din C. Am
demonstrat astfel prima parte a teoremei, care spune ca, dacd un polinom de

grad (n—1) sau mai mic este multiplu de g(X), el este polinom de cod.
Fie un polinom de cod v(X) din C. Impartind v(X) la g(X), obtinem:

v(X)=a(X)g(X)+b(X) (7.11)
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unde fie restul H(X) este identic zero, fie gradul lui b(X) este mai mic decat
gradul lui g(X). Ecuatia (7.11) se rescrie:

b(X)=v(X)+a(X)g(X) (7.12)

Din prima parte a teoremei, urmeaza ca a(X) g(X) este un polinom de cod.
Dar daca v(X) si a(X) g(X) sunt polinoame de cod, suma lor H(X) trebuie sa
fie, de asemene, un polinom de cod. Daca b(X );t 0, el trebuie sa fie un

polinom de grad inferior gradului lui g(X). Aceasta, insd, contrazice ipoteza
ci g(X) este polinomul de cod diferit de zero de grad minim. In concluzie,
b(X) trebuie sa fie identic cu zero. Am demonstrat astfel si partea a doua a
teoremei, care spune ca orice polinom de cod este un multiplu de g(X).

Polinomul a(X) din (7.10) are (n—r) coeficienti binari, iar numarul
seturilor posibile de coeficienti este egal cu 2", Deci, numarul polinoamelor
binare de grad (n—1) sau mai mic care sunt multipli de g(X) este 2"". Din
teorema 7.3, urmeaza ca aceste polinoame formeaza toate polinoamele de
cod ale codului ciclic (n,k) C. Dar fiindca in C existd 2* polinoame de cod,
2" trebuie sa fie egal cu 2%, Rezulti ca:

r=n—k. (7.13)

Prin urmare, polinomul de cod diferit de zero de grad minim dintr-un cod
ciclic (n,k) C este de forma urmatoare:

gX)=1+g X+g, X ++g, X" +x* (7.14)

Am demonstrat astfel urmatoarea teorema:

TEOREMA 7.4: Intr-un cod ciclic (n,k), existd un polinom si numai unul
de grad (n—k), dat de (7.14).

Din teorema 7.4, urmeaza ca orice polinom de cod v(X) dintr-un cod
ciclic (n,k) se poate exprima in forma urmatoare:

v(X) = u(X)g(X) = (”o tu X +etu, X )g(X) (7.15)

Ecuatia (7.15) este baza codarii. Daca u,,u,, - -,u,_,, coeficientii lui u(X),
sunt cei k biti de mesaj, polimonul de cod corespunzator este v(X). Codarea
se realizeaza, deci, inmultind mesajul u(X) cu g(X). Prin urmare, un cod
ciclic (n,k) este specificat complet de polinomul sdu de cod diferit de zero de
grad minim g(X) dat de (7.14). Polinomul g(X) se numeste polinomul
generator al codului. Gradul lui g(X) este egal cu numarul bitilor de control.
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EXEMPLUL 7.1: In tabelul 7.1, se di codul ciclic (7,4) generat de
gX)=1+x+Xx°.

Tabelul 7.1
Cod ciclic (7,4) generat de g(X )=1+X +X°.
Mesaje Vectori de Polinoame de cod
cod
0000 [ 0000000 0=0-g(X)
1000 [ 1101000 1+ X+ X =1.g(X)
0100 [0110100 X+ X 4+ X =X g(X)
1100 [ 1011100 1+ X2+ X+ X = (14 X) g (X)
0010 [ 0011010 X4 X0+ X% = X7 g(X)
1010 | 1110010 I+ X+ X7+ X7 =(1+ X7)- g(X)
0110 | 0101110 X+X+ X'+ X =(x+X) g(X)
1110 | 1000110 1+ X 4 X0 =(1+ X+ X7)- g(X)
0001 (0001101 XX X =xg(X)
1001 | 1100101 1+ X+ X+ X0 =(1+X°) g (X)
0101 10111001 X+X7+ X+ X0 =(X+X) g(X)
1101 11010001 1+ X7+ X =(1+ X+ X°) - g(X)
0011 [0010111 X2+X4+X5+X6=(X2+X3)-g(X)
POTT T s 24 4 X+ X+ X = (14 X+ X)) g (X)
0111 10100011 X+X° 4+ X =(X+ X7+ X) g(X)
L1111 1001011 1+ X+ X+ X =(1+ X + X+ X°) - g(X)
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TEOREMA 7.5: Polinomul generator g(X) al unui cod ciclic (n,k) este un
factor al lut X" +1.

DEMONSTRATIE

Conform ecuatiei (7.4), daca se imparte X'v(X) la X"+1, restul este v(X).
Fie i=k. Polinomul X‘g(X) este de grad n. Impartind X'g(X) la X"+1
obtinem:

Xe0=(x"+1) + g"(x) (7.16)

in (7.16), g™(X) este restul impartirii. Dar g™(X) este polinomul de cod
obtinut deplasand g(X) ciclic la dreapta de £ ori, astfel incat este un multiplu

de g(X), sa spunem g(k) (X) = a(X)g(X). Din (7.16) obtinem ca :
X'+1 = [X*+a(X)]2(X) (7.17)

Prin urmare, g(X) este un factor al lui X"+1.

Existd, insd, un cod ciclic (n,k) pentru orice pereche de numere
naturale n si £? Raspunsul la aceasta legitima intrebare este dat de teorema
urmatoare.

TEOREMA 7.6: Daca g(X) este un polinom de grad (n—k) care este un
factor al lui (X"+1), g(X) genereaza un cod ciclic (k).

DEMONSTRATIE
Fie g(X) un polinom de grad (n—k) care este un factor al lui (X"+1). Sa

considerim cele k polinoame g(X), Xg(X),--, X*'g(X),care au toate
grad (n—1) sau mai mic. O combinatie liniara a acestor k£ polinoame :

W(X) = a,g(X) +a, Xg(X) +-+a, X" g(X) =

(ay+a, X ++a,_X""g(X)
este tot un polinom de grad (n—1) sau mai mic si este un multiplu de g(X).

Exista in total 2 astfel de polinoame si ele alcatuiesc un cod liniar (n,k).
Ramane sa demonstram ca acest cod liniar este ciclic. Fie

(7.18)

W(X)=v, +v, X +--+v,_ X" un polinom de cod din acest cod. inmultind
v(X) cu X, obtinem

(X)) =v X +v X2+ 4y, X" 4y, X"
=V, (X” +1)+an1 VX +v X+ X (7.19)
=v,, (X" +1)+v(1)(X)
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In (7.19), v(l)(X ) este o deplasare ciclicd a lui v(X). Intrucat ambele
polinoame Xv(X) si (X "+ 1) sunt divizibile cu g(X), rezulta ca si v(l)(X )
trebuie sa fie divizibil cu g(X). Deci, vV'(X) este un multiplu de g(X) si este
o combinatie liniard de g(X ) Xg(X),---, X*'g(X). Prin urmare, v')(X)
este tot un polinom de cod. Conform definitiei, codul bloc liniar generat de
g(X), Xg(X),---, X" g(X) este un cod ciclic (1,k).

Teorema 7.6 spune ca orice factor al lui (X "+ 1) de grad (n—k) genereaza un
cod ciclic (n,k). Pentru n mare, (X " +1) poate avea multi factori de grad
(n—k). Nu toate aceste polinoame, insa, genereaza coduri performante.

EXEMPLUL 7.2: Polinomul (X"+1) se poate descompune in factori primi
astfel:

X7+1:(1+X)(1+X+X3)(1+X2+X3).

Codul dat cu titlu de exemplu In Tabelul 7.1 este generat de
g(X ) =1+ X + X°. Se vede ci el are pondere minimi 3, astfel incat poate
corecta o eroare de bit pe cuvant de cod. Codul generat de (1+X) are un

singur bit de control prin paritate si nu posedd dacét o capacitate de detectie,
dar nu si de corectie a erorilor.

Codul (7,4) dat in tabelul 7.1 este nesistematic. Dar, fiind dat
polinomul generator g(X) al unui cod ciclic (n,k), codul poate fi pus in forma
sistematica: cei mai de la dreapta £ biti din fiecare cuvant de cod sunt bitii
de informatie fara nici o modificare , iar cei mai de la stinga (n—k) biti sunt
bitii de control.

Fie u=(u,,u,,---,u, ) mesajul de codat cu polinomul de mesaj

corespunzator:
u(X)=u, +u, X +-+u,_ X" (7.20)
Inmultind #(X) cu X", obtinem un polinom de grad (n—1) sau mai mic
X" u(X)=ug X" +u, X" e, X (7.21)
Impartind acum X"* u(X ) la polinomul generator g(X), avem

X" u(X)=a(X)g(X)+b(X) (7.22)
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In (7.22), a(X) este catul, iar H(X) restul impartirii. Intrucat gradul lui g(X)
este (n—k), gradul restului b(X) trebuie sd fie (n—k—1) sau mai mic, astfel
incat
b(X)=b, +b X +---+b, X" (7.23)
Rearanjand (7.22), obtinem urmatorul polinom de grad (n—1) sau mai mic:
b(X)+ X" u(X) = a(X)g(X) (7.24)

Acest polinom, fiind un multiplu al polinomului generator g(X), este un
polinom de cod al codului ciclic generat de g(X). Scriind explicit (7.24),
avem:

b(X)+Xn7ku(X):b0+b1X+...+bnik71Xn7k—l+

(7.25)
+u X" ru X ey X

Polinomul din (7.25) corespunde cuvantului de cod
(by,Dyy-,b, s ug,uy,-,u, ). Se vede cad cel (n—k) biti de control sunt
coeficientii restului impartirii polinomului de mesaj X" ™* u(X ) la polinomul
generator g(X). Codarea In forma sistematica, deci, consta in trei pasi:
Pasul I. Se inmulteste mesajul u(X) cu X",
Pasul 2. Prin impirtirea lui X" u(X ) la polinomul generator g(X),
se obtine restul H(X), avand drept coeficienti bitii de control.
Pasul 3. Se combind b(X) cu X ”*ku(X ) pentru a obtine polinomul

de cod b(X)+ X" *u(X).

EXEMPLUL 7.3: Fie codul ciclic (7,4) generat de g(X)=1+X+X°.
Cele 16 cuvinte de cod In forma sistematica sunt listate in tabelul 7.2.

Tabelul 7.2
Cod ciclic (7,4) generat de g(X ) =1+ X + X’ in forma sistematici

Mesaje |[Cuvinte de cod Polinoame de cod

0000] 0000000 0=0-g(X)

1000 110[1000 1+X+X° =1.g(X)
0100/ 011]0100 X+ X2+ X' = X-g(X)
1100 101[1100 1+ X2+ X0+ X' =(1+X)-g(X)
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Tabelul 7.2 (continuare)

Mesaje| Cuvinte de cod Polinoame de cod

0010 11110010 I+ X+ X7+ X =(1+X7) g (X)
1010 001[1010 X4 X0+ X =X g(X)

0110} 1000110 1+ X'+ X% =(1+ X+ X7) g (X)
11101 010j1110 X+X+ X'+ X =(x+X) g(X)
0001 101j0001 1+ X2+ X =(1+ X+ X°) - g(X)
1001 01171001 X+X+ X0+ X0 =(x+X°) g(X)
0101} 110]0101 I+ X+ X'+ X0 =(1+X°) g (X)
1101 000[1101 XXt X =xg(X)

0011} 0100011 X+X° 4+ X =(X+ X7+ X) g(X)
1011} 100[1011 I+ X+ X0+ X =(1+ X+ X7+ X ) g (X)
0T11] 001[0T11 XX X0 X = (x4 x°)-g(X)
PELEE L s s X2 4 X+ X0 4 X = (14 X0+ X°) g (X)

7.2. MATRICELE GENERATOARE SI DE CONTROL ALE
CODURILOR CICLICE

Am vazut ca un cod ciclic este generat cu ajutorul unui polinom
generator g(X), in vreme ce, pentru a genera un cod bloc liniar neciclic, este
necesard o matrice G. Aceasta este o simplificare considerabila si justifica
interesul acordat codurilor ciclice. In aceastd sectiune, vom arita ca orice
cod ciclic are o matrice generatoare G si o matrice de control H, ca orice
cod bloc liniar.

Sa consideram un cod ciclic (n,k) C cu polinom generator

g(X)=g, +gX+--+g, X", unde g, =g, , =1. Am aritat ci cele k
polinoame de cod g(X), Xg(X),---, X" 'g(X) genereazi C. Cu alte

cuvinte, ele constituie un sistem de vectori liniar independenti si formeaza,
deci, o baza a spatiului vectorial al celor 2k polinoame de cod. Prin urmare,
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putem utiliza cele k n—tupluri binare corespunzatoare acestor k£ polinoame de
cod drept linii ale unei matrice kxn, obtindnd urmatoare matrice
generatoare pentru C:

2 & & ---&, 0 0 0 ...0
0 g, & ---0g,.,0 0 ...0
00 g,g&...00g_,0...0

G=|. (7.26)

_0 0 0 0 0...g0g1g2"gn7k_

In general, G nu este in forma sistematica. Ea se poate insa pune in
forma sistematicd prin operatii cu linii, asa cum se aratd In exemplul
urmator.

EXEMPLUL 7.4: Codul ciclic (7,4) dat de tabelul 7.1, cu polinom
generator g(X ) =1+ X + X, are matricea generatoare:

0 0 00

(e R
O O = =
—_— = O =

1 1 0
1 0 1
0 1 0

- o O

Se vede ci G nu este in forma sistematicd. Pentru a obtine matricea G in
forma sistematica, adunam prima linie la linia a treia si suma primelor doua
linii la linia a patra:

1 101 00 0
.01 1 .01 00
G = ..
1 110010
1 01 0 0 01

Cele doud matrice, G si G, genereazi acelasi cod, in sensul ci ele
genereazd multimi identice ale cuvintelor de cod, dar atentie: corespondenta
dintre mesaj si cuvantul de cod corespunzator nu este aceeasi.

Vom introduce acum polinomul de control al unui cod ciclic. Stim ca

polinomul generator g(X) este un factor al lui (X "+ 1), sd spunem
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X" +1=g(X)h(x). (7.27)

Polinomul A(X) din (7.27) are grad k si este de forma urmatoare, cu
hy=h, =1:

WX)=hy+hX +-+h X" (7.28)

Vom arata ca din 4(X) se poate obtine o matrice de control a lui C.
Fie v=(v,,v,v,,) un vector de cod din C. Avem atunci

> "n-1

v(X)=a(X)g(X). iInmultind v(X) cu 4(X), obtinem
v(X)h(X)=a(X)g(X)h(X)
=a(X)(X"+1) (7.29)
=a(X)+X"a(X).

Dar gradul lui a(X) este (k—1) sau mai mic, astfel incat in a(X )+ X ”a(X )
nu apar puterile X* X**' .... X" Aceasta inseamni ci, daci dezvoltim
membrul stang al lui (7.29), in produsul v(X) h(X), coeficientii lui
X5 X* ... X" trebuie si fie egali cu zero. Obtinem astfel (n—k)
egalitati:

k

> hv,. ;=0 pentru 1< <n—k (7.30)

i=0
Cele (n—k) egalitati (7.30) ne permit sa construim o matrice (n—k)xn,
notata cu H, astfel incat orice vector de cod v din C sa fie ortogonal cu orice
linie a lui H:

h, h_, h_, Chy 00 0
0 h h_, h, ...h O
0 0 h b, h,... hy ...0
H=|. (7.31)
0 0 0 0 O.../h h hy ...k

Matricea H nu se construieste direct din 4(X); mai intai, se formeaza
reciprocul lui h(X), definit dupa cum urmeaza:
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Xh(X )=k, + by (X X et by X (7.32)
Daci in (7.27) inlocuim X cu X', obtinem ca:
X 1=g(x " (x)xta(x ) (7.33)

Din (7.33), se vede ca s1 X kh(X - ), reciprocul lui 4(X), este un factor al lui

X" +1. Polinomul reciproc X kh(X ‘1) genereazd un cod ciclic (n,n—k)

avand drept matrice generatoare H din (7.31). Intrucat matricea de control a
codului C, H, se obtine din polinomul A(X), fie si indirect , £(X) se numeste
polinomul de control al lui C. Un cod ciclic este univoc specificat de
polinomul sau de control. Am demonstrat astfel o altda proprietate
importantd, enuntata in teorema urmatoare.

TEOREMA 7.7: Fie C un cod ciclic (n,k) cu polinom generator g(X). Codul
dual C; al lui C este si el ciclic si este generat de polinomul X kh(X ‘1),

unde A(X)=(x" +1)/g(x).

EXEMPLUL 7.5: Sa consideram codul ciclic (7,4) dat in tabelul 7.1.
Acesta are polinomul generator g(X ):1+X +X°. Polinomul de control
este

h(X):%zX“ + X2+ X +1.
Reciprocul lui 4(X) este
XX )= X+ X+ X2+ X )= 14+ X7+ X+ X
Polinomul acesta divide X’ +1:
(X7 1)/ x*h(x)=1+ x>+ x°,

Cuvintele codului (7,3) generat de X 4h(X B ) =1+ X7+ X’ + X" sunt date

in tabelul 7.3. Se vede cd distanta minimd a codului este 4. Prin urmare,
codul este capabil sd corecteze o singura eroare de bit si simultan sa
detecteze orice combinatie de doua erori de bit dintr-un cuvant de sapte biti.

Tabelul 7.3
Cod ciclic (7,3) generat de polinomul 1+ X> + X° + X*
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Mesaje Cuvinte de cod
000 0000000
100 1011100
010 0101110
110 1110010
001 0010111
101 1001011
011 0111001
111 1100101

Matricea generatoare G a unui cod ciclic se poate pune in forma

sistematicd. Pentru aceasta, se imparte X"~ la polinomul generator g(X),
i=0,1,---,k—1, obtindnd

X" =a,(X)g(X)+b,(X) (7.34)
Restul b,(X) are forma urmatoare:

b(X)=by+b, X +b,X* +--+b,, X" (7.35)

Din (7.34), rezultd cd polinoamele b, (X)+ Xk pentru i=0,1,---,k—1,
sunt multipli de g(X), asa incat sunt polinoame de cod. Aranjand aceste k
polinoame de cod ca linii ale unei matrice k& x n, obtinem:

by by by .- -by ey 100...0
by by by ... b, 010...0
by by by ...b, .y 001...0
G=|. (7.36)

biso by by - by 0001

Aceasta este matricea generatoare a lui C in forma sistematica.
Matricea de control a lui C este:
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[100...0 b, by, by, b
010...0b, by, by ...b.,,
001...0 b, b, by, oo b,

H=|. (7.37)
_0 0 0 st 1 bO,n—k—l bl,n—k—l bZ,n—k—l st bk—l,n—k—l_

EXEMPLUL 7.6: Fie din nou codul ciclic (7,4) generat de
g(X)=1+ X+ Xx°. Impartind X°,X*, X° si X° la g(X), obtinem:

X’ =g(X)+(1+X)

X' = Xg(X)+(X+X7)

X =(1+X7)g(X)+(1+ X+ X7)
X =(1+X+X)g(X)+(1+Xx?)

Rearanjand ecuatiile de mai sus, obtinem urmatoarele patru polinoame de
cod:

v(X)=1+ X7 +X°

Luand aceste patru polinoame de cod drept linii ale unei matrice 4x7,
deducem urmatoarea matrice generatoare in forma sistematica pentru codul
ciclic (7,4):

1 101 000
0110100
G= .
1 110010
1 01 0 0 01

G este identicd dupd cum se vede cu matricea G obtinuta in exemplul 7.4
prin operatii cu liniile matricei in forma nesistematica.
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7.3. CODAREA CODURILOR CICLICE

Pentru comoditate, repetdm aici cei trei pasi necesari pentru a coda
un cod ciclic (n,k) in forma sistematica:
1. se inmulteste polinomul de mesaj u(X) cu X nk,

2. se imparte X" u(X ) la g(X) pentru a obtine restul bH(X);

3. se formeazi cuvantul de cod A(X)+ X" u(X).

Cei trei pasi se pot realiza cu un circuit de Tmpartire. Asa cum se
vede in fig. 7.2, acesta este un registru de deplasare cu (n—k) etaje cu
legaturi de reactie bazate pe polinomul generator

gX)=1+g X +g, X ++g, X"+ X"

POARTA |¢—
LOGICA

mesaj X" u (X) .
biti de control

Fig. 7.2. Codor sistematic pentru codul ciclic (n,k) generat de g(X).

Functionarea poate fi descrisa dupa cum urmeaza:
Pasul 1. Cu poarta logicd deschisa, cei k£ biti de informatie

uy,u,,--+,u, , se deplaseazd in circuit §i simultan spre

modulator. Deplasarea mesajului #(X) in circuit pe la
extremitatea din dreapta este echivalenta cu Tnmultirea lui
u(X) cu X "k Indati ce intregul mesaj va fi intrat in circuit,
registrul de deplasare contine restul impartirii, iar cele (n—k)
simboluri binare din etajele sale constituie bitii de control.
Pasul 2. Poarta logica se inchide, intrerupand legatura de reactie.
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Pasul 3. Prin deplasare, bitii de control ies din registru, aplicandu-se
la intrarea modulatorului. Cei (n—k) biti de control
by,b,,-++,b, , ,, impreund cu cei k biti de informatie,
constituie un cuvant de cod complet.

EXEMPLUL 7.7: Consideram acelasi cod ciclic (7,4) generat de
g(X) =1+ X + X’. Codorul este aritat in fig. 7.3.

f o comanda poartd
& <
Y

-

A

Y

O

cuvant de cod

biti de control .

mesaj X" u(X) e I

Fig. 7.3. Codor sistemtic pentru codul ciclic (7,4) generat de 1+X+X°

Cu titlu de exemplu, sa presupunem cd mesajul de codat este u = (1 01 1).
Bitul cel mai din dreapta este primul care intra in codor. La fiecare puls de
tact, continutul registrului se deplaseazd la dreapta cu un etaj. Continutul
succesiv al celor trei etaje ale registrului de deplasare este dupd cum
urmeaza:

Tabelul 7.4
Intrare Tact Continutul registrului
0 000
1 1 110
1 2 101
0 3 100
1 4 100

Dupa patru deplasari, registrul contine (1 0 0). Cuvantul de cod complet este
deci (1 0 0 1 0 1 1), iar polinomul de cod corespunzator este

1+ X+ X°+X°.
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Codarea unui cod ciclic se mai poate realiza utilizand polinomul sau
de control h(X)=h, +hX +---+h X" Fie v=(v,,v,,---,v, ) un vector
de cod. Componentele lui v satisfac cele (n—k) ecuatii (7.30). Deoarece
hx=1, aceste ecuatii se pot pune in forma urmatoare:

k-1
Vi = Zh,.vn_l._j pentru 1< j<n—k (7.38)
i=0

O expresie de forma (7.38) se numeste ecuatie cu diferente finite. Pentru un
cod ciclic in forma sistematica, cele mai din dreapta k& componente ale

fiecarui vector de cod, v, ,,v, ., "V, , sunt bitii de informatie. Dandu-se
acesti & biti, (7.38) este o reguld pentru determinarea celor (n—k) biti de
control, v,,v,,---,v, , ;. Un codor bazat pe (7.38) are schema de principiu

din fig. 7.4. Legaturile de reactie reflectd coeficientii polinomului de control
h(X),unde h, =h, =1.

\ )
POARTA
LOGICA 2
POARTA - >6 3 -
~|LOGICA 1 i ” i

—>spre modulator

Fig. 7.4. Codor sistematic pentru codul ciclic (k) avand polinom de control /(X).

Operatia de codare se desfagoara n urmatorii pasi:

Pasul 1. Initial, poarta logicd 1 este deschisa iar poarta 2 este
inchisa. Cei k biti de informatie intrd in registrul de
deplasare incepand cuu, , si terminand cu u,; simultan, in
aceeasi ordine, se prezintd la intrarea modulatorului.

Pasul 2. Indata ce acesti k biti de informatie vor fi intrat in registrul
de deplasare, poarta logicd 1 se inchide si se deschide
poarta 2. Se formeaza si apare in punctul P primul simbol
de control

Vi =BV, ARy, e Ly,
=+, + o+ By

Pasul 3. Sub comanda semnalului de tact, registrul se deplaseaza o
datd. Primul bit de control intrd in registru si simultan se
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prezinta la intrarea modulatorului. Acum, in punctul P se
formeaza al doilea bit de control
Vickor =hgV, o+ By, s+ b v,
=y e R u Y,
Pasul 4. Se repeta pasul 3 pana cand se formeaza si se deplaseaza
spre modulator toti cei (n—k) biti de control. Dupa aceea,

poarta 1 se deschide din nou si se inchide poarta 2.
Registrul este acum pregatit pentru urmatorul mesaj.

Acest codor utilizeaza un registru de deplasare cu £k etaje.
Comparand cele doua circuite de codare prezentate in fig. 7.2. si, respectiv,
fig. 7.4, putem face urmatoarea remarca:

1. Pentru coduri la care numadrul bitilor de control (n—k) este mai
mare decat numarul bitilor de mesaj &, codorul cu k etaje este
preferabil.

2. In caz contrar, este preferabil circuitul de codare cu (n—k) etaje.

EXEMPLUL 7.8: Polinomul de control al codului ciclic (7,4) generat de
g(X)=1+X + X7 este:
7
WxX)=—X L _ixixtext
X +X+1
Codorul bazat pe acest 4(X) are schema de principiu ardtata in
figura 7.5.

POARTA | 7\ O\

LOGICA2 |[€ t )< O‘
POARTA W
> | LOGICA 1 > >

Y
Y

iesire

Fig. 7.5. Codor sistematic pentru codul ciclic (7,4) avand polinomul de control
1+X+X+X
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Fiecare cuvant de cod este un vector de formav = (vo,vl,vz,v3,v4,v5,v6),
unde v,,v,,vs 1 v, sunt bitii de mesaj iar v,,v, i v, sunt bitii de control.
Ecuatia cu diferente finite care determina bitii de control este

v, =lwv, 4+l +1vg  +00y,
pentru 1< j <3,
=V Ve Vs

Cu titlu de exemplu, si presupunem ci mesajul de codat este (1 0 1 1). In
acest caz, v, =1,v, =0,v; =1,v, = 1. Primul bit de control este:
V, =Vg+tvs+v, =1+1+0=0.
Bitul al doilea de control este:
v =Vvs+v,+v; =1+0+1=0.
Bitul al treilea de control este:
Vo=V, tvy+v, =0+1+0=1.

Vectorul de cod corespunzator mesajului (1 0 1 1) este, deci, (100101 1).

7.4. CALCULUL SINDROMULUI SI
DETECTIA ERORILOR

Atunci cand se transmite un cuvant de cod v pe un canal real, din
cauza zgomotului, este posibil ca vectorul receptionat r = (ro,rl,---,rnfl) sa
fie diferit de v. La decodarea unui cod bloc liniar, primul pas este acela de a
calcula sindromul s =r-H", unde H este matricea (n—k, n) de control. Daci
sindromul este zero, r este un cuvant de cod iar decodorul nu are nici un
motiv sa nu accepte cd acesta este chiar cel emis in realitate. Daca, insa,
sindromul nu este identic cu zero, r nu este un cuvant de cod si este astfel
detectatd prezenta erorilor. Fie un cod ciclic in forma sistematica. Vectorul
receptionat r este considerat drept un polinom de grad (n—1) sau mai mic:

r(X)z 7, +r1X+r2X2 +---+r,HX”’1.
Impartind 7(X) la polinomul generator g(X), obtinem:
r(X)=a(X)g(X)+s(X). (7.39)
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Restul s(X) este un polinom de grad (n—k—1) sau mai mic. Cei (n—k)
coeficienti ai lui s(X) formeaza sindromul s. Conform cu teorema 7.3, s(X)
este identic cu zero daca si numai dacd polinomul receptionat 7(X) este un
polinom de cod. Din acest motiv, s(X) se numeste sindromul codului ciclic.
Calculul sindromului se poate face cu un circuit ca cel reprezentat in fig.
7.6. El este un circuit de impartire realizat cu (n—k) etaje de registru de
deplasare care, insa, nu sunt interconectate direct, ci prin intermediul unor
porti logice de tip SAU EXCLUSIV.

_ POARTA

I ! l < LOGICA [
rX) v

: O (O

vector receptionat

Fig. 7.6. Circuit de calcul al sindromului unui cod ciclic (n,k).

Initial, 1n toate cele (n—k) etaje se nscrie 0. Polinomul receptionat 7(X) este
apoi deplasat in registru. Indati ce si ultimul bit, 7,, va fi intrat in registru,

continutul registrului formeaza sindromul s(X).
Datorita structurii ciclice a codului, sindromul s(X) se bucurd de
urmatoarea proprietate:

TEOREMA 7.8: Fie s(X) sindromul unui polinom de receptie
r(X ) =71, +rnX +--+r_X"". Restul s(l)(X ) care rezultd prin impartirea
lui XS(X ) la polinomul generator g(X) este atunci sindromul lui r(l)(X ),

care este o deplasare ciclica a lui (X).

DEMONTRATIE
Prin definitia codului ciclic, avem ca:

r(l)()():rn_1 +r X +n X+, X (7.40)
Dar
Xr(X)=nX +nX°+4r X" +r_X"

, . . (7.41)
=1 +rnX+nX" +-+r X +rn_1(1+X)
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Din (7.41), este clar ci

Xr(X)=r, (X" +1)+r0(x) (7.42)
Rearanjand (7.42), avem:

rOX) =7, (X7 +1)+ xr(X). (7.43)

Fie p(X) restul impartirii ui »"(X) la g(X). impartind ambii membri ai
ecuatiei (7.43) la g(X) si avand in vedere cd X" +1= g(X )h(X ), avem:

(X )g(X)+ p(X) =7, ,g(X)n(X)+ X[a(X)g(X)+s(X)]  (7.44)
Rearanjand (7.44), deducem urmatoarea relatie intre p(X) si X s(X):
Xs(X)=[e(X)+ 7, h(X)+ Xa(X)|g(X)+ p(X) (7.45)

Din (7.45), se vede ca p(X) nu este numai restul Tmpartirii lui r(l)(X ) la
g(X), dar si restul impartirii lui X s(X) la acelasi g(X). Prin urmare,
p(x)=s"(x).

Din teorema 7.8, urmeaza ca restul s(i)(X ) ce se obtine prin
impartirea lui X is(X ) la polinomul generator g(X) este sindromul lui

r(i)(X ), care este deplasarea ciclica a lui 7(X) cu 7 locuri la dreapta. Aceasta
proprietate se aratd utild la decodarea codurilor ciclice.
Sindromul s"(X) al lui »"(X) se poate obtine cu ajutorul schemei

din fig. 7.6 deplasand, prin semnalul de tact, registrul sindrom cu o pozitie,
continutul initial fiind s(X) iar poarta de intrare fiind inchisa. Deplasarea cu
o pozitie a registrului sindrom al cdrui continut initial este s(X) este
echivalentd cu impartirea lui X s(X) la polinomul generator g(X). Dupa

deplasare, registrul contine s(l)(X ).
Pentru a obtine sindromul s%”(X) al lui r7(X), se deplaseaza
registrul sindrom de 7 ori, continutul initial fiind s(X).

EXEMPLUL 7.9: In fig. 7.7, se di schema pentru calculul sindromului
pentru codul ciclic (7,4) generat de g(X ) =1+ X+X°.
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POARTA
< LOGICA 2

A

intrare

POARTA

— 5| LOGICA 1 | ‘ 51 > 8

Fig. 7.7. Calculul sindromului pentru codul ciclic (7,4) generat de 1+X+X°.

Cu titlu de exemplu, sd presupunem ca vectorul receptionat este
r=(0010110). Sindromul lui r este s = (1 0 1). Continutul registrului, pe
masura ce bitii de receptie se deplaseaza in circuit, este dat in tabelul de mai
jos:

Tabelul 7.5
Deplasare Intrare Continutul registrului Nota

S0 S1 S»

0 0 0 stare initiald
1 0 0 0 0
2 1 1 0 0
3 1 1 1 0
4 0 0 1 1
5 1 0 1 1
6 0 1 1 1
7 0 1 0 1 sindromul s
8 - 1 0 0 sindromul 5"
9 - 0 1 0 sindromul s

Dupa a saptea deplasare, toti cei sapte biti ai vectorului de receptie vor fi
intrat in circuit, astfel incat registrul contine sindromul s =(1 0 1). Daca se
mai deplaseaza o datd registrul cu poarta 1 inchisd, noul continut va fi
sV =(100), care este sindromul lui r"=(0001011), o deplasare
ciclicaaluir.

Fie v(X) polinomul de cod emis si e(X)=¢, +e, X +---+e, X"
n-tuplul de eroare. Polinomul de receptie este:
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r(X) = v(X)+ e(X) (7.46)

Dar v(X) este multiplu de g(X), sa spunem v(X ): b(X )g(X ) Combinand

(7.39) cu (7.46), obtinem urmatoarea relatie intre n—tuplul de eroare si
sindrom:

e(X)=[a(X)+b(X)]g(X)+s(X) (7.47)

Ecuatia (7.47) arata ca sindromul este restul Impartirii polinomului de eroare
la polinomul generator. Se vede ca s(X) este identic cu zero daca si numai
dacd n—tuplul de eroare e(X)=0 sau daci el coincide cu un polinom de
cod.

Experienta ne aratd cd numai rareori erorile apar izolat; cel mai
adesea, ele se grupeazd in pachete. Un pachet de erori de lungime / este o
succesiune de / biti, cei mai multi, dar nu neapirat toti, fiind eronati. in
ipoteza ca n—tuplul de eroare e(X) include un pachet de erori de lungime (n—
k) sau mai micd, putem exprima e(X) in forma urmatoare:

e(X)=X'B(X) (7.48)

unde 0< j<n-—1, iar B(X) este un polinom de grad (n—k—1) sau mai mic.
Intrucat gradul lui B(X) este mai mic decat gradul polinomului generator
g(X), B(X) nu este divizibil cu g(X). Avand in vedere cd g(X) este un factor
al lui (X" +1), iar X nu este un factor al lui (X" +1), polinoamele g(X) si X

trebuie si fie relativ prime. Iatd de ce, e(X)= X/B(X) nu este divizibil cu

g(X). Drept rezultat, sindromul produs de e(X) nu este egal cu zero.
Concluzia care se trage din aceasta este ca un cod ciclic (n,k) poate detecta
orice pachet de erori de lungime (n—k) sau mai mica.

Pentru un cod ciclic, un n—tuplu de eroare in care erorile apar
grupate la i locuri superioare si la (/i) locuri inferioare se considera tot un
pachet de lungime [/ sau mai putinn. De  exemplu,
e=(10100000001101) include un pachet de eroare de lungime 7.

7.5. DECODAREA CODURILOR CICLICE

Structura ciclica a unui cod ne permite si decoddim un vector
receptionat 7(X)=r, +rnX +r,X> +---+7,_ X" bit cu bit, serial. Cu alte
cuvinte, la un moment dat, se decodeaza un singur bit dar, cu acelasi circuit,
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se decodeaza toti bitii, succesiv. Dupa calcularea sindromului, circuitul de
decodare controleazd dacd sindromul s(X) corespunde unui n—tuplu de

eroare corectabil e(X ): e, +e X +--+e X", cu o eroare in locul de
ordin maxim X", adicd e, , =1. Dacd s(X) nu corespunde unui n—tuplu de
eroare cu e, , =1, se deplaseaza ciclic cu o pozitie polinomul receptionat,
memorat Intr-un registru tampon si, simultan, registrul sindrom. Se obtine
astfel +(X)=r_ +r,X+---+r_,X"", iar noul continut al registrului
sindrom formeaza sindromul s (X) al lui »*(X). Bitul al doilea 7, , al lui
r(X) devine primul bit al lui r(l)(X ) . Acelasi circuit de decodare va controla
acum daca s(l)(X ) corespunde unui n—tuplu de eroare in pozitia fruntasa
X"

Daca sindromul s(X) al lui #(X) corespunde unui n—tuplu de eroare in
pozitia fruntagd X "', adicd e, , =1, primul bit receptionat 7, , este eronat
si trebuie, deci, corectat. Corectia se efectueaza facand suma r,_ ®@e, .

Aceastd corectie are drept rezultat un polinom receptionat modificat, notat
cu

rl(X)z 7, +r1X+---+r”72X”’2 +(r,H (—De,H)X”’l.

Se elimina astfel efectul bitului eronat e, | asupra sindromului s(X). Pentru a
obtine sindromul polinomului de receptie modificat r(X), se adund
sindromul luie (X)=X"" la s(X). Se deplaseazi acum ciclic cu o pozitie

ri(X) si, simultan, registrul sindrom. Rezultatul acestei deplasari este
polinomul de receptie

rl(l)(X) = (rn_l De, )+ To X 4+ rn_zX"_l.

Sindromul sl(l)(X ) al lui rl(l)(X ) este restul impartirii lui X[s(X)+ X""'] la
polinomul generator g(x). Dar restul impartirii lui Xs(x) la g(x) este sl(l)(X )
iar restul imprtirii lui X" la g(x) este 1, astfel incat avem :

s(X)=sV(X)+1. (7.49)

Prin urmare, daca se aduna 1 la extremitatea din stanga a registrului sindrom
atunci cand el este deplasat, se obtine sl(l)(X ). Circuitul de decodare

procedeazd la decodarea bitului de receptie r,,. Decodarea lui r,, si a
celorlalti biti de receptie se desfasoara identic cu decodarea lui 7,.;. Ori de
cate ori se detecteaza i se corecteazd o eroare, efectul ei asupra
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sindromului este inlaturat. Decodarea se opreste dupa un total de »
deplasari. Dacd e(x) este un polinom de eroare corectabil, la sfarsitul
operatiei de decodare, continutul registrului sindrom va fi zero iar polinomul
de receptie r(x) va fi decodat corect. Daca, insd, la Incheierea procesului de
decodare, registrul sindrom contine cel putin un bit de 1, se detecteaza astfel
o combinatie necorectabila de erori.

Pentru a se elimina efectul unui bit eronat asupra sindromului, bitul
de eroare se introduce in registrul de deplasare pe la stdnga printr-o poarta
logica SAU EXCLUSIV. Reamintim ca, prin definitie,

rn—l @ en—l = rn—l en—l + rn—len—l (750)

Din (7.50), este clar ca e¢,.1=1 inverseaza, sau neaga logic, r,.;.
Schema de principiu a decodorului Meggitt, ce poartd numele celui
care l-a proiectat, este aratata in fig. 7.8.

Decodorul functioneaza dupa cum urmeaza.

Pasul 1. Polinomul de receptie r(X) este memorat in registrul tampon
si, simultan, este deplasat in registrul sindrom pentru a
forma sindromul.

Pasul 2. Circuitul de detectie a n—tuplului de eroare este o schema
logica combinationald proiectata astfel incat iesirea sa este 1
logic dacd si numai daca sindromul din registrul sindrom
corespunde unui n—tuplu de eroare corectabil, cu o eroare
in pozitia fruntasi X"' . Deci, daci la iesirea detectorului
apare un 1 logic, se presupune cd bitul de receptie din etajul
extrem dreapta al registrului tampon este eronat si trebuie
corectat; daca, 1nsa, la iesirea detectorului apare 0 logic, se
presupune ca bitul de receptie din etajul extrem dreapta este
corect, astfel incat nu este necesara corectia.

Pasul 3. Primul bit receptionat este citit din registrul tampon.
Simultan, se deplaseaza o datd registrul sindrom. Daca
primul bit receptionat este gasit eronat, el este corectat de
iesirea detectorului. Iesirea detectorului mai este aplicata, ca
reactie, si la registrul sindrom, pentru a elimina efectul
erorii asupra sindromului. Rezulta astfel un nou sindrom, ce
corespunde vectorului de receptie modificat, deplasat cu un
loc la dreapta.

Pasul 4. Noul sindrom format la pasul 3 este utilizat pentru a detecta
dacd cel de al doilea bit de receptie (aflat acum in etajul
extrem dreapta al registrului tampon) este sau nu eronat.
Decodorul repeta pasii 2 si 3. Cel de al doilea bit de receptie
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este corectat exact la fel cum a fost corectat si primul bit de
receptie.

Pasul 5. Decodorul continud decodarea bit cu bit a vectorului de
receptie pand cand Intregul vector de receptie este citit din
registrul tampon.

PS5 1«

vector .
. vector
de receptie
corectat

Registru tampon —)(‘D—)
"X) vy
P
P2 3
Y v \ 2 4
>\ J Registru sindrom |
A

\4

+

Y VY Y VY

Circuit de detectie a
n — tuplului de eroare

Fig. 7.8. Schema de principiu a decodorului Meggitt.

EXEMPLUL 7.10: Sa consideram decodarea codului ciclic (7.4) generat de
g(x)=1+X+X°. Acest cod are distanta minima 3 si poate, deci, corecta orice
eroare singulara dintr-un cuvant de cod de sapte biti. Exista sapte 7-tupluri
continand o singurd eroare. Aceste sapte 7-tupluri de eroare impreund cu
vectorul avand toate componentele egale cu 0 formeaza toti liderii de coset
din tabloul de decodare standard. Ele formeaza, deci, toate combinatiile de
eroare corectabile. Sa presupunem ca polinomul de receptie

r(X)er+rlX+r2X2+1’3X3+r4X4+r5X5+r6X6

este deplasat 1n registrul sindrom pe la extremitatea din stanga. Cele sapte
combinatii de o singurd eroare §i sindroamele lor corespunzatoare sunt
listate in Tabelul 7.6:
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Tabelul 7.6
S' d Vect : d
Polinom de eroare e(X) 1hdrom ector sindrom

e (X)=x" 1 1 0 0

el (X) = Xl X O 1 0

e,(X)= X" ¥ 0 5 ,

e (X)=X" 1+X 1 1 0

e, (X)=x* X+X 0 1 1

e(X)=Xx" 1+X+X° 1 1 )

e (X)=X° 1+X° 1 0 )

Dupi cum se vede, eo(X)=X° este singurul polinom de eroare cu o eroare in
pozitia X°®. Daci apare acest polinom de eroare, dupi ce intreg polinomul de
receptie #(X) va fi intrat in registrul sindrom, sindromul va fi (1 0 1).
Detectia acestui sindrom indica faptul cd r¢ este un bit eronat si ca trebuie
corectat. Sa presupunem cd apare o singurd eroare in pozitia X . adica
e(X)=X '. Dupa ce intregul polinom de receptie va fi fost deplasat in
registrul sindrom, sindromul din registru nu este (1 0 1). Totusi, dupa alte
(6—i) deplasari, continutul registrului sindrom va ajunge sa fie (1 0 1), iar
urmatorul bit de receptie ce trebuie sd iasa din registrul tampon este bitul
eronat. Din acest motiv, singurul sindrom care trebuie detectat este (1 0 1),
ceea ce se poate realiza cu o poartd logica SI cu trei intrari §i cu un inversor
logic, aga cum se arata in fig. 7.9.

S0
§1 —=O S0 S152

82

Fig. 7.9. Poarta logica pentru detectia sindromului (1 0 1).

Circuitul complet de decodare este reprezentat in fig. 7.10.
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intrare
r (X ) y registru tampon
> Multiplexor _)| "o |r1 |r2 |r3 |,,4 |r5 |F6 ( + >_"_)
A iesire
. (x)
Pl l ’ @

OO

Fig. 7.10. Decodor Maggitt pentru codul ciclic (7,4) generat de
g(X) = 1+X+X°.

Procesul de decodare este ilustrat in fig. 7.11. Cu titlu de exemplu, sa
presupunem cd vectorul de cod emis este v=(1001011), dar se
receptioneaza r= (1 01101 1). in expresie polinomiald,
VX)=1+ X’ +X°+X° si r(X)=1+X>+X°+X° +X°. Cand intregul
vector de receptie va fi fost deplasat in registrele sindrom si tampon,
registrul sindrom va contine (0 0 1). In fig. 7.11, se arati continutul
registrului sindrom si al celui tampon dupa fiecare deplasare. De asemenea,
se indicd printr-o sdgeatd pozitia erorii dupd fiecare deplasare. Vedem ca,
dupa inca patru deplasari, continutul registrului sindrom este (1 0 1) si ca
bitul eronat r, este cel care urmeaza sa pardseasca registrul tampon.
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Registru sindrom Registru tampon 0

Initial 00 1] ,—>11|o|1|1|o|1|1|

0

| v
Prima ——>1ififofififo]1]
deplasare
0
Al-a —>1i[1ftjofif1]o]
deplasare
0

v
A3-a —{oJ1J1]1Jo]1]1]
deplasare

1
Ad-a —>joftjtfifof1[—
deplasare

0

eroare corectata

.
.

.
.

H
H
H

H
H

As5-a —>{0[1J0[1[1[1]0]
deplasare

0
A6-a —>1ofoftfof1ft]1]
deplasare

0
AT-a Lofolo] ——{tfofoft]of1]1]
deplasare

Fig. 7.11. Procesul de corectie a erorii pentru circuitul aratat in fig. 7.10.
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7.6. DECODAREA CODURILOR CICLICE PRIN
METODA CAPCANEI

Revazand ecuatia (7.47), ne reamintim cd sindromul s(X) este restul
impartirii polinomului de eroare e(X) la polinomul generator g(X). Sa
presupunem ca erorile nu apar decat in cele (n—k) locuri superioare,

X, XH . X ale lui H(X), adica:
e(X)=e X" +e, X"+ te, X" (7.51)

Daca se deplaseaza polinomul de receptie #(X) ciclic de (n—k) ori la dreapta,
erorile se vor limita la cele (n—k) locuri inferioare, X°, X', ---, X" ale lui

r(”’k)(X ) Polinomul de eroare corespunzator va fi:
e(n—k)(X): e, +ek+1X+...+en_1Xn_k_l (752)

Intrucat sindromul s"~* )(X ) al lui 7" )(X ) este egal cu restul impartirii lui
e(”’k)(X ) la g(X) si deoarece e(”*k)(X ) este mai mic decat (n—k), obtinem
urmatoarea egalitate:

S(nfk)(X) = e(nik)(X) =e te X+t enlenikil (7.53)
uXk,

Inmultind acum s"(X) ¢ obtinem:

X5 (X ) =e(X)

(7.54)
=e X" +e X"+ te X"

Ecuatia (7.54) ne spune cd, dacd erorile se limiteaza la cele (n—k) locuri
superioare ale polinomului de receptie r(X), polinomul de eroare e(X) este

identic cu X*s" ) (X), unde s"(X) este sindromul lui " (X), cea de
a (n—k)-a deplasare ciclica a lui 7(X). Daca apare acest eveniment, calculam
s(”’k)(X ) si adunam X* s(”’k)(X ) la 7(X). Rezultatul acestei operatii va fi
cuvantul de cod emis.

Sa presupunem ca erorile, desi nu se limiteaza la cele (n—k) locuri
superioare, se limiteazd totusi la (n—k) locuri consecutive, sd spunem

XX X ale lui (X)), inclusiv cazul in care erorile apar la

extremitatile vectorului de receptie. Daca se deplaseaza ciclic #(X) de (n—i)
ori la dreapta, erorile se vor limita la cele (n—k) locuri inferioare ale lui
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#")(X), iar polinomul de eroare va fi identic cu X's"?)(X), unde
s")(X) este sindromul Iui " (X).

Sa presupunem acum ca deplasdm polinomul de receptie r(X) In
registrul sindrom pe la extremitatea din dreapta. Deplasarea lui »(X) in
registrul sindrom pe la extremitatea din dreapta este echivalentd cu

inmultirea prealabild a lui 7(X) cu X" *. Dupi ce intreg polinomul de
receptie 7(X) va fi fost deplasat in registrul sindrom, continutul acestuia va

forma sindromul s (X) al lui "% (X). Daci erorile se limiteazi la
(n—k) pozitii superioare, X*, X*"' ..., X" ale lui 7(X), ele sunt identice cu
s(”"‘)(X ) Daca, insa, erorile se limiteaza la (n—k) pozitii consecutive
(inclusiv legate la extremitati), altele decat cele (n—k) pozitii superioare ale
lui 7(X), dupa ce intregul polinom de receptie 7(X) va fi fost deplasat in
registrul sindrom, registrul sindrom trebuie deplasat de un anumit numar de
ori mai inainte ca el sa aiba un continut identic cu bitii de eroare. Aceasta
deplasare a registrului sindrom péana cand continutul sdu devine identic cu
bitii de eroare se numeste ,,prinderea in capcand a erorilor. Daca erorile se
limiteaza la (n—k) pozitii consecutive ale lui 7(X) si daca putem detecta cand
sunt ,,prinse in capcana“ erorile in registrul sindrom, corectia erorilor se
poate efectua adunand continutul registrului sindrom la bitii de receptie din
cele (n—k) pozitii corespunzatoare.

Sa presupunem ca se utilizeaza pentru transmiterea fiabila a datelor
un cod ciclic corector de ¢ erori. Pentru a detecta evenimentul constand in
prinderea erorilor in registrul sindrom, putem testa ponderea sindromului
dupa fiecare deplasare a registrului sindrom. Indati ce ponderea sindromului
va fi devenit ¢ sau mai micd, presupunem ca erorile au fost prinse in registrul
sindrom. In cazul in care numarul erorilor continute in polinomul de receptie
r(X) este ¢t sau mai mic i ele se limiteaza la (n—k) pozitii consecutive, erorile
vor fi fost prinse in registrul sindrom dacd §i numai dacd ponderea
sindromului din registru va fi devenit ¢ sau mai mica. Intr-adevar, un
polinom de eroare e(X) cu ¢ erori sau mai putine ce se limiteaza la (n—k)
pozitii consecutive trebuie sa fie de forma e(X)= X’/B(X), unde B(X) are
t termeni sau mai putini si gradul (n—k—1) sau mai mic. Impartind e(X) la
polinomul generator g(X), avem:

X'B(X)=a(X)g(X)+s(X) (7.55)
In (7.55), s(X) este sindromul lui X’B(X). intrucat s(X)+ X’B(X) este un

multiplu de g(X), el este un polinom de cod. Sindromul s(X) nu poate avea
pondere ¢ sau mai mica decat daca s(X)= X’B(X). intr-adevar, in ipoteza
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cd ponderea lui s(X) este 7 sau mai micd si s(X)=X'B(X),
s(X)+X'B(X)este un polinom de cod diferit de zero cu pondere mai

mica decat (2¢ +1). Dar acest lucru este imposibil, caci un cod corector de ¢
erori trebuie sd aiba o pondere minima de cel putin (2#+1). Desprindem
concluzia ca erorile vor fi prinse in registrul sindrom numai dacd ponderea
sindromului a devenit # sau mai mica.

Schema de principiu a unui decodor bazat pe conceptul de prindere
in capcana a erorilor este data de fig. 7.12.

intrare » (X )

iesire
> Pl > Registru tampon de k biti ——— G
l
v v v I
Registru sindrom .

Y VYV VY Y

Poarta prag

!

Fig. 7.12. Decodor cu prindere in capcand a erorilor.

Decodarea se face In urmatorii pasi:

Pasul 1. Cu portile P1 si P3 deschise si cu portile P2 si P4 inchise,
polinomul de receptie r(X) este facut sd se deplaseze in
registrul tampon si, simultan, in registrul sindrom. Deoarece
nu ne intereseazd decat recuperarea celor & biti de
informatie, registrul tampon n-are de memorat decét acesti k
biti de informatie.

Pasul 2. Indati ce intregul polinom de receptie #(X) va fi fost
deplasat in registrul sindrom, se testeazd ponderea
sindromului din registru cu o poarta logica de tip prag cu
(n—k) intrari a carei iesire este in 1 logic daca ¢ din intrarile
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sale sau mai putine sunt in 1 logic; in caz contrar, iesirea
este in 0 logic. Pot fi doua situatii:

1. Daca ponderea sindromului este # sau mai mica, bitii din
registrul sindrom coincid cu bitii de eroare din cele
(n—k) pozitii superioare X*, X**' ... X" ale lui r(X).
Acum, se deschid portile P2 si P4 si se inchid portile P1
si P3. Vectorul de receptie este extras din registrul
tampon bit cu bit, fiind corectat de bitii de eroare ce se
deplaseaza afara din registrul sindrom.

2. Daca insa ponderea sindromului este mai mare decat ¢,
erorile nu se limiteazd la cele (n—k) pozitii superioare
ale lui 7(X) si nu au fost, deci, prinse in registrul
sindrom. Se merge la pasul 3.

Pasul 3. Se deplaseaza ciclic o datd registrul sindrom cu poarta P3

deschisd, celelalte porti fiind inchise. Se testeaza ponderea
noului sindrom.

1. Daca ponderea este ¢ sau mai mica, erorile se limiteaza
la pozitiile X*™', X*,---, X" ale lui 7(X) iar continutul
registrului sindrom coincide cu erorile din aceste
pozitii. Fiindcd primul bit receptionat r,_, nu este
afectat de eroare, el este extras din registrul tampon cu
poarta P2 deschisi. Indati ce r, , va fi fost citit din

registrul tampon, poarta P4 se deschide iar poarta P3 se
inchide. Bitii din registrul sindrom sunt extrasi din el si
utilizati pentru a corecta urmatorii (n—k) biti de receptie
care ies din registrul tampon.

2. Dacd ponderea sindromului este mai mare decat ¢,
registrul sindrom mai este facut sa se deplaseze o data
cu poarta P3 deschisa.

Pasul 4. Registrul sindrom este facut sa se deplaseze continuu pana

cand ponderea continutului sau scade la ¢ sau la mai putin.
Daca dupa i deplasari, pentru 1 <i <k, ponderea ajunge la ¢
sau la mai putin, primii 7 biti de receptie, r,_,,r

n—i+1? s

r

n—12
din registrul tampon sunt neafectati de eroare iar continutul
registrului sindrom coincide cu erorile de la pozitiile lui
X xk L X Indatd ce cei i biti de receptie
neafectati de eroare vor fi fost extrasi din registrul tampon,
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bitii din registrul sindrom sunt extrasi si utilizati pentru a
corecta urmatorii (n—k) biti de receptie ce vor iesi din
registrul tampon. Atunci cand cei & biti de informatie
receptionati vor fi fost extrasi din registrul tampon si
corectati, poarta P2 se va deschide. Orice biti diferiti de
zero ramasi in registrul sindrom sunt erori din partea de
control a lui 7(X) si vor fi ignorati.

Pasul 5. Daca ponderea sindromului nu scade niciodata la ¢ sau la
mai putin in timpul in care registrul sindrom a fost facut de
k ori sd se deplaseze, atunci fie a aparut un polinom de
eroare cu erorile la (n—k) pozitii consecutive in jurul

extremitatii
<« ——>
€0 € €y v v e , e,

fie a aparut o combinatie necorectabila de erori. Continuam
sd deplasam registrul sindrom. Sa presupunem ca ponderea
continutului sdu devine ¢ sau mai mica dupa (k+/) deplasari,
cu 1</<n—k. In acest caz, erorile se limiteazi la cele
(n—k) pozitii  consecutive 1n  jurul  extremitatii,
X xm X X0 X X ale Tui #(X). Cei
[ biti din cele mai de la stanga / etaje ale registrului sindrom
corespund cu erorile din cele [/ pozitii superioare
X x T X ale lui #(X). Intrucat nu ne intereseaza

erorile din cele (n—k—/) pozitii de control, deplasam registrul
de (n—k—I) ori cu toate portile inchise. Acum, cele / erori din
pozitiille X", X" ..., X" ale lui 7(X) sunt continute in
cele mai de la dreapta / etaje ale registrului sindrom. Cu
portile P2 si P4 deschise si cu portile P1 si P3 inchise, bitii
de receptie din registrul tampon sunt extrasi si corectati de
bitii de eroare corespunzatori ce se deplaseazd afard din
registrul sindrom.

Daca ponderea sindromului nu ajunge niciodatd egald cu ¢ sau mai
mica in timpul in care registrul sindrom va fi fost facut sa se deplaseze in
total de » ori, fie a aparut o combinatie de erori nedetectabila, fie erorile nu
se limiteaza la (n—k) pozitii consecutive. In ambele cazuri, erorile sunt
detectate.



